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Аннотация. 
Актуальность и цели. Цель работы – исследование свойств спектра задачи 

распространения электромагнитных волнах в регулярных неоднородных экра-
нированных (закрытых) волноведущих структурах.  

Материалы и методы. Для нахождения решения применен метод опера-
торных пучков и оператор-функций. 

Результаты. Изучены спектральные свойства распространяющихся (зату-
хающих) волн в регулярных неоднородных экранированных (закрытых) вoл-
новедущих структурах. 

Вывод. Предложенный подход может быть обобщен для исследования 
спектра волн регулярных неоднородных экранированных (закрытых) волнове-
дущих структур произвольного сечения.  
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Abstract. 
Background. The purpose of the work is to study the spectrum of the problem of 

propagating electromagnetic waves in regular inhomogeneous shielded (closed) 
waveguide structures of circular cross section. 
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Material and methods. To find a solution, the method of operator pencils and 
operator functions is used. 

Results. The spectral properties of propagating (decaying) waves in regular in-
homogeneous shielded (closed) waveguide structures are studied. 

Conclusions. The proposed approach can be generalized to study the wave spec-
trum of regular inhomogeneous shielded (closed) waveguide structures of arbitrary 
cross section. 

Keywords: electromagnetic wave propagation problem, shielded (closed) dielec-
tric waveguide with circular cross section, Maxwell equation, differential equations, 
variational formulation, Sobolev spaces. 

Введение 
Одним из наиболее важных направлений электродинамики является 

изучение проблем распространения или затухания электромагнитных волн  
в различных волноводных структурах. Электрические и магнитные парамет-
ры таких структур определяются их физической природой. Однако часто 
необходимо изучать среды с необычными или специфическими свойствами. 
Такие структуры могут быть получены с использованием неоднородных 
и/или нелинейных анизотропных/изотропных материалов с абсорбцией или 
без нее. Исследование распространения (или затухания) волн в волноводных 
структурах с неоднородным заполнением приводит к задачам на собственные 
значения для систем дифференциальных уравнений в частных производных.  

Метод операторных пучков является естественным и эффективным ме-
тодом исследования спектральных свойств таких задач. Благодаря сведению 
задачи к конкретному операторному пучку можно использовать теорию 
функционального анализа для изучения спектральных свойств. В работах  
[1–5] была представлена теория распространения нормальных волн в закры-
тых (экранированных) волноводах, заполненных однородным диэлектриком. 

Однако такая теория не была полностью разработана для гетерогенных 
волноводных структур без поглощения. В этом случае задача становится 
намного сложнее. Предлагается подход, основанный на сведении задачи  
к изучению операторной функции. Это дает нам возможность установить ряд 
свойств распространяющихся (затухающих) волн: дискретность спектра, рас-
пределение постоянных распространения оператор-функции на комплексной 
плоскости. Кроме того, доказана теорема о двойной полноте системы соб-
ственных векторов и связанных с ней векторов операторной функции с ко-
нечным дефектом. 

1. Постановка задачи 
В трехмерное пространство с цилиндрической системой координат 

О zρϕ  поместили диэлектрический волновод 

{ }0: ( , , ) : ,0 2z r r= ρ ϕ ≤ ρ ≤ ≤ ϕ < π  

с образующей, параллельной оси Оz , и круговым поперечным сечением, как 
показано на рис. 1. Волновод, покрытый металлом, неограниченно продолжа-
ется в направлении z . 

Диэлектрическая проницаемость имеет вид 0 ( )xε ε , где ( , )x = ρ ϕ . 
Предполагаем также, что 0Re ( )xε > ε , Im ( ) 0xε > , ( )xε  – непрерывно диф-
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ференцируемая функция в области Σ , т.е. ( )1( ) Сxε ∈ Σ . Магнитная проница-
емость 0 0 0, ,μ = μ ε μ – диэлектрическая и магнитная проницаемости вакуума. 
 

 
Рис. 1. Геометрия задачи 

 
Для изучения распространения волн в экранированной (закрытой) 

структуре необходимо найти отличные от нуля решения системы уравнений 
Максвелла [5]: 

 0

0

rot ,
rot ,

i
i
= − ωε ε

 = ωμ

H E
E H

  (1) 

в виде бегущей волны [6–8]: 

( ( ) ( ) ( ) ) ,i z
z zE x E x E x e γ

ρ ρ ϕ ϕ= + +E e e e  

  ( ( ) ( ) ( ) ) ,i z
z zH x H x H x e γ

ρ ρ ϕ ϕ= + +H e e e   (2) 

принимая во внимание следующие граничные условия: 

 
0

0,rτ ρ= =E  0rτ ρ= =E .  (3) 

Задачу (1)–(3) будем рассматривать как задачу на собственные значе-
ния; неизвестный спектральный параметр γ  – нормированная постоянная 
распространения (затухания) волноведущей структуры. 

Применив оператор rot к полям Ε  и ,H  получаем 

( )1 1 1rot z z
z

HH H HH H
z z

ϕϕ ρ ρ
ρ ϕ

 ∂ ρ∂ ∂ ∂   ∂ ∂  = − + − + − =   ρ ∂ϕ ∂ ∂ ∂ρ  ρ ∂ρ ρ ∂ϕ      
H e e e  

( )1 1 1 .z z
z

H HH Hi H i H ϕ ρ
ϕ ρ ρ ϕ

 ∂ ρ ∂∂ ∂     = − γ + γ − + −   ρ ∂ϕ ∂ρ  ρ ∂ρ ρ ∂ϕ      
e e e  
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( )1 1 1rot z z
z

EE E EE E
z z

ϕϕ ρ ρ
ρ ϕ

 ∂ ρ∂ ∂ ∂   ∂ ∂  = − + − + − =   ρ ∂ϕ ∂ ∂ ∂ρ  ρ ∂ρ ρ ∂ϕ      
E e e e  

( )1 1 1 .z z
z

E EE Ei E i E ϕ ρ
ϕ ρ ρ ϕ

 ∂ ρ ∂∂ ∂     = − γ + γ − + −   ρ ∂ϕ ∂ρ  ρ ∂ρ ρ ∂ϕ      
e e e  

Перепишем систему уравнений Максвелла (1) в следующем виде:  

 

( )

( )

0

0

0

0

0

0

,

,

,

,

,

,

z

z

z

z

z

z

Hi H E

Hi H E

HHi i E

Ei E H

EE i H
x

EEi i H

ϕ ρ

ρ ϕ

ϕρ

ϕ ρ

ρ ϕ

ϕρ

∂ + γ = ωε ερ ∂ϕ
∂− − γ = ωε ε ∂ρ

 ∂ ρ∂ + = ωε ε
ρ ∂ϕ ρ ∂ρ


∂− − γ = ωμ ρ ∂ϕ


∂γ + = ωμ ∂


∂ ρ∂
− = ωμρ ∂ϕ ρ ∂ρ

  (4) 

выразим функции Eρ , Hρ , Eϕ , Hϕ  через zE  и zH : 

0 0
2 2 2 2, ,z z z zE H H Ei iE Hρ ρ

ωμ ωε ε∂ ∂ ∂ ∂   ργ ργ= + = − −   ρ ∂ρ ∂ϕ ρ ∂ρ ∂ϕκ κ κ κ   
 

 0 0
2 2 2 2, ,z z z zE H H Ei iE Hϕ ϕ

ρωμ ρωε ε∂ ∂ ∂ ∂   γ γ= − = − +   ρ ∂ϕ ∂ρ ρ ∂ϕ ∂ρκ κ κ κ   
  (5) 

где 
2 2 2 2 2

0 0 0 0, 0.κ = γ − κ ε κ = ω μ ε >  

Для функций 
 : ( ),zE xΠ =  : ( )zH xΦ =   (6) 

имеем следующую задачу (задача P) на собственные значения: найти такие 
,γ∈  2 0κ ≠ , что существуют нетривиальные решения следующей системы 

дифференциальных уравнений: 

 

2
2

12 2

2
2 0

22 2

( , ),

( , ),

J

J

 γ γΔΠ − κ Π = − ∇Π∇ε − ε Φ
 εκ κ


κ γΔΦ − κ Φ = ∇Φ∇ε + ε Π κ κ

  (7) 
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где  

( ) 0
1 ,J ωμ  ∂ε ∂Φ ∂ε ∂Φε Φ = − ρε ∂ρ ∂ϕ ∂ϕ ∂ρ 

 и ( ) 0
2 ,J ωε  ∂ε ∂Π ∂ε ∂Πε Π = − ρ ∂ρ ∂ϕ ∂ϕ ∂ρ 

; 

удовлетворяющие краевым условиям на границах 0r  и r  

 
0

0,rρ=Π =  0,
rρ=

∂Φ =
∂ρ

 0,rρ=Π =  0
rρ=

∂Φ =
∂ρ

  (8) 

и условиям ограниченности поля во всякой конечной области 

 ( )2 2 2 2 dx
Σ

∇Π + ∇Φ + Π + Φ < ∞ .  (9) 

После нахождения компонент Π и Φ (решение задачи P) мы можем 
найти оставшиеся компоненты полей по формулам (5). Отысканное этим об-
разом поле Ε , H  соответствует всем условиям начальной задачи. Необходи-
мо дополнительное рассмотрение системы (1) в случае 2 2

0γ = κ ε . 

2. Вариационное соотношение 
Определим пространства Соболева 

( ) ( ){ }0

1 1
0 : , 0, 0r rH f f H f fρ= ρ=Σ = ∈ Σ = =  и ( )1H Σ  

с введенным скалярным произведением и нормой следующим образом: 

( )1( , )f g f g fg dx
Σ

= ∇ ∇ + , 2
11 ( , )f f f= . 

Дадим слабую (вариационную) формулировку задачи (7)–(9). Для этого 
умножим уравнения системы (7) на произвольные пробные функции 

( )1
0u H∈ Σ  и ( )1v H∈ Σ , полагая их пока непрерывно дифференцируемыми  

в Σ . Применяя формулу Грина [6] для области Σ , получаем 
2u dx udx

Σ Σ

ΔΠ − κ Π =    

0

2 2
2

0
0 0

,
r r

r u d r u d udx udx
π π

ρ= Σ Σρ=

∂Π ∂Π= ϕ− ϕ− ∇Π∇ − κ Π
∂ρ ∂ρ     

2v dx vdx
Σ Σ

ΔΠ − κ Φ =   

0

2 2
2

0
0 0

.
r r

r v d r v d vdx vdx
π π

ρ= Σ Σρ=

∂Φ ∂Φ= ϕ− ϕ− ∇Φ∇ − κ Φ
∂ρ ∂ρ     
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Далее, учитывая краевые условия (8), получаем 

 2 2 ,u dx udx udx udx
Σ Σ Σ Σ

ΔΠ − κ Π = − ∇Π∇ − κ Π      (10) 

 2 2 .v dx vdx vdx vdx
Σ Σ Σ Σ

ΔΦ − κ Φ = − ∇Φ∇ − κ Φ      (11) 

В силу того что правые части в уравнениях системы (7) не раны нулю, 
мы получаем 

 
2

2
12 2 ( , ) ,u dx udx u dx J udx

Σ Σ Σ Σ

γ γΔΠ − κ Π = − ∇Π∇ε − ε Φ
εκ κ      (12) 

 
2

2 0
22 2 ( , ) .v dx vdx v dx J vdx

Σ Σ Σ Σ

κ γΔΦ − κ Φ = − ∇Φ∇ε + ε Π
κ κ      (13) 

Из (10) и (12), (11) и (13) получаем следующие равенства: 

2
2

12 2 ( , ) ,udx udx u dx J udx
Σ Σ Σ Σ

γ γ∇Π∇ + κ Π = ∇Π∇ε + ε Φ
εκ κ     

и 

2
2 0

22 2 ( , ) .vdx vdx v dx J vdx
Σ Σ Σ Σ

κ γ∇Φ∇ + κ Φ = ∇Φ∇ε − ε Π
κ κ     

Складывая последние выражения, получаем 

( ) ( )2u v dx u v dx
Σ Σ

∇Π∇ +∇Φ∇ + κ Π +Φ =   

( )
2 2

0
1 22 2 ( , ) ( , ) .u v dx J u J v dx

Σ Σ

γ ∇Π∇ε + κ ε ∇Φ∇ε γ= + ε Φ − ε Π
εκ κ   

Далее, после элементарных преобразований, получаем вариационное 
соотношение 

( ) ( )2 u v dx u u v v dx
Σ Σ

γ Π +Φ + ∇Π∇ +Π +∇Φ∇ +Φ −   

( )( ) ( )
2

2 0
0 21 uu v dx u v dx

Σ Σ

κ∇Π∇ε − κ ε + Π +Φ − − ∇Π∇ε + ∇Φ∇ε − ε  κ   

 ( )1 22 ( , ) ( , ) 0.J u J v dx
Σ

γ− ε Φ − ε Π =
κ   (14) 
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3. Задача о спектре оператор-функции 

Пусть 1 1
0( ) ( )H H H= Σ × Σ  – декартово произведение гильбертовых про-

странств со скалярным произведением и нормой: 
2 2 2

1 1 1 2 2 1 1 21 1( ) ( , ) ( , ) , ; ,u v u v u u H= + = + ∈u, v u u, v  

1 2 1 2( , ) , ( , ) ,T Tu u v v= =u v 1
1 1 0, ( ),u v H∈ Σ 1

2 2, ( ).u v H∈ Σ  

Тогда интегралы, входящие в (14), можно рассматривать как полутора-
линейный формы над комплексным полем, заданные на H  от аргументов 

( )= , , ( , ) .T Tu vΠ Φ =u v  

Эти формы определяют [7] некоторые линейные ограниченные опера-
торы: 

( )k( ) : (K ), ,u v dx H
Σ

= Π +Φ = ∀ ∈u, v u, v v  

( )( ) ( )2
0k( ) : 1 K , , ,uu v dx H

Σ

∇Π∇ε = κ ε + Π +Φ − = ∀ ∈ ε u, v u v v   

( )a( ) : (I ), ,u u v v dx H
Σ

= ∇Π∇ +Π +∇Φ∇ +Φ = ∀ ∈u, v u, v v  

( )
2
0

1 12( ) : (B ( ) ), ,b u v dx H
Σ

κ
= ∇Π∇ε + ∇Φ∇ε = γ ∀ ∈

κu, v u, v v  

 ( )2 1 2 22b ( ) : ( , ) ( , ) (B ( ) ), .J u J v dx H
Σ

γ= ε Φ − ε Π = γ ∀ ∈
κu, v u, v v   (15) 

Ограниченность формы ( )a u, v  очевидна. Ограниченность формы 

k( )u, v  следует из неравенства Пуанкаре [8]. Ограниченность форм k( )u, v , 

1( )b u, v  и 2b ( )u, v  показана в работах [9–11]. 
Теперь вариационную задачу (14) можно записать в операторном виде 

 (N( ) ) 0, Hγ = ∀ ∈u, v v  

или эквивалентно 
N( ) 0, N( ): ,H Hγ = γ →u  

 2
1 2N( ): K+I K ( ) B ( ).Bγ = γ − − γ − γ   (16) 

Уравнение (16) – операторная запись вариационного соотношения (14).  

4. Исследования спектра оператор-функции 

Приведем, следующие утверждения о свойствах операторов, входящих 
в оператор-функцию ( )N γ  (доказательство см. в [5, 9–11]): 
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Лемма 1. Операторы K  и ( )K γ  компактные. Оператор K  положи-
тельно определен, и для его собственных чисел верна асимптотика 

1( ) ( ), .n K O n n−λ = →∞  

Лемма 2. Оператор-функции 1( )B γ  и 2 ( )B γ  являются компактными и 

голоморфными в области 0\Λ = Λ  и { }2 2
0 0: :Λ = γ γ = κ ε . 

Лемма 3. Существует γ∈   такое, что оператор ( )N γ  непрерывно об-

ратим, т.е. резольвентное множество ( ) { }1: : ( ) :N N H H−ς = γ ∃ γ →  оператор-

функции ( )N γ  не пусто; ( )Nρ ≠ ∅ . 
Доказательство. Пусть γ∈ , 0γ >  и γ → +∞ . 

Пусть 1 2( ) ( ) ( )N N Nγ = γ − γ , где 2
1( )N K I Kγ = γ + −  , ( )2 1( )N Bγ = γ +  

( )2B+ γ . 
Тогда при достаточно больших γ  оператор-функцию ( )N γ  можно 

представить как возмущение операторного пучка 1N  оператор-функцией 2N . 
Учитывая свойства оператора ,K  получаем, что найдется такое боль-

шое γ , что 

( ) ( ) ( )2 22
1Re ( ) , , Re K ,N Kγ = γ + − ≥u u u u u u u u   

для любого u . 
Поэтому ( )1Nγ∈ς , где ( )1Nς  – резольвентное множество пучка ( )1N . 

Причем, используя теорему 4.1 из [12], имеем оценку 

( )1
1 1N − γ ≤ . 

Выберем γ  так, чтобы 2( ) 1.N γ <  Получаем, что существует и огра-
ничен оператор 

( ) ( ) 11 1 1
1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ).N N I N N N

−− − −γ + γ = + γ γ γ        

Теорема 1. Оператор-функция ( ) :N H Hγ →  является ограниченным, 
голоморфным и фрeдгольмовым в области Λ . 

Доказательство. В области Λ , как следует из леммы 2, оператор-
функция ( ) :N H Hγ →  является ограниченной и голоморфной. Оператор-
функция ( )N γ  фредгольмова как сумма обратимого I и компактных операто-
ров 1, ,K K B  и 2B . 

Теорема 2. Спектр оператор-функции ( ) :N H Hλ →  является дискрет-
ным в Λ . 

Доказательство. Утверждение теоремы является следствием теоремы 1, 
леммы 3 и теоремы о голоморфной оператор-функции [12]. 
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Рассмотрим оператор-функцию ( )N γ  в области { }:ηΛ = γ γ > η , где  
η  – произвольное положительное число, такое что max xx∈Ωη > ε . Причем 
очевидно, что ηΛ ⊂ Λ . 

Теорема 3. Система собственных и присоединенных векторов опера-
тор-функции ( ),N γ  отвечающих характеристическому числу из множества 

,ηΛ  двукратно полна с конечным дефектом в H H× . 
Доказательство. Оператор-функцию ( )N γ  будем представлять как 

возмущением пучка Келдыша 2
1( )N K K Iγ = γ − + , аналитической в ηΛ  опе-

ратор-функцией 2 1 2( ) ( ) ( )N B Bγ = γ + γ  и 2 ( ) 0.N ∞ =  В силу теоремы 1 из [13] 
система собственных и присоединенных векторов оператор-функции ( )N γ  
двукратно полна с конечным дефектом в H H× . 

Заключение 
Начальная задача о нормальных волнах закрытой волноведущей струк-

туры сведена к краевой задаче для продольных компонент электромагнитного 
поля в пространствах Соболева. Для нахождения решения применена вариа-
ционная формулировка задачи. Доказаны теоремы о дискретности спектра и о 
распределении характеристических чисел оператор-функции на комплексной 
плоскости. Рассмотрен вопрос полноты системы собственных и присоеди-
ненных векторов оператор-функции. Доказана теорема о двукратной полноте 
системы собственных и присоединенных векторов оператор-функции с ко-
нечным дефектом. 
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